9.1.17 Dalsi vlastnosti kombinac¢nich cisel

Piedpoklady: 9108, 9109

Kombina¢ni ¢isla uddvaji pocet kombinaci bez opakovéani = neuspotfddanych k-tic
sestavenych z n prvkil bez opakovani.
n ! ) S
Plati: (kj = m - pocet moznosti jak vybrat z n prvka k bez ohledu na potadi (jde jen
IWn—-k)!
o to, které prvky jsme vybrali a nezdleZi na tom, v jakém potadi jsme vybér provedli).

n n n
Pr.1: Urci dosazenim hodnoty kombinacnich ¢&isel: [Oj’ (lj , [ j . Své vysledky
n

kombinatoricky zdtivodni.

[ n! o (plati: 01=1)
: = = = aftl: =
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' Kolika zpiisoby miiZeme z n prvkia vybrat Zadny? Jednim, nevybereme nic.

(Tj ) 1![@Z !—1)! ) IT[(QZ_—II))!! "

. Kolika zpiisoby miZeme z n prvka vybrat jeden? Kterykoliv z n prvkil si miiZeme nechat =
| n moZnosti.

nj_ n! _ n! -1
n _n![Qn—n)!_n![(D!_

- Kolika zpiisoby mlizeme z n prvkii vybrat viech n? Jednim, vybereme vSechny.

n n
Dalsi pravidlo uz zname, plati: = .
k n—k

Kombinatorické zdiivodnéni je snadné: KdyZ vybirdme k prvki do kombinace, zbude
v mnoZin€ n—k prvkd, které tvoii také kombinaci, ale n—k -¢lennou = k-prvkovych
kombinaci z n prvkil bez opakovani je stejn€ jako n—k prvkovych (vznikaji spolecné¢).
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n n n+l
Pro vSechna cela nezaporna ¢isla n, k, k <n, plati: + = .

k k+1 k+1
Diikaz predchozi véty je snadny napiiklad na tomto konkrétnim piiklade:

4B2007 ma n =29 studentli a n +1-niho matikare Krynického. Kolika zptisoby je moZné
z mnoZiny 4B2007+Krynicky vybrat k£ +1=10 lidi?



30 n+1
Vytvaiime deseticlenné kombinace bez opakovani z 30 prvkli = celkem (10] = (k N 1]

moZznosti.
Vytvotené kombinace mizeme rozd¢lit do dvou skupin:
n

29
* kombinace bez Krynického: je jich =
10 k+1

j (vybirame 10 lid{ z 29 studentil

4B2007),
: o (29 _(m . . .
* kombinace s Krynickym: je jich 9 = . (vybirame 9 lidi z 29 studenti 4B2007 a

pridavame k nim Krynického),
vypsané dvé skupiny tvoii dohromady vSechny hledané kombinace =

(30 29 29
plati: = + ,
10 10 9
(n n n+l1
a tedy obecné + = .
k k+1 k+1

. . n n n+l
Pr.2: (BONUS) Dokaz vztah [kj +( j :[

it J dosazenim do definice kombinac¢niho

k+1
Cisla.
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(Z]-{k}j—lj - k![@Z!—k)!+ (k+1)![@Z!—[k+l])
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D n! n+l _ (n+1)n!
T kn—k 1)t (n=k)(k+1)
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(k+1) kM —k)(n—k-1)!

Vsechny ptedchozi vzorce se pouZzivaji pii dpravach vyrazi, které obsahuji kombinacni ¢isla:
Pr.3: Vyjadfi jednim kombina¢nim ¢islem:
20 20 15 15
a) + b) +
9 10 9 5
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! n n n+1
' Na vzorec: + = nemame spravnd kombinacni ¢isla (potfebujeme aby se
5 k k+1 k+1

l 15 15

- hodnoty k lisily o jedna) = napiiklad misto ( s j bychom potfebovali [10)’ naStésti plati
| n\ ( n 15\ (15 15) (15 _(15) (15) (16

' vztah = a tedy = = + = .

k n—k 5 10 9 5 9 10 10
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' C) + +

: 5 5 5

. n+l1
' na vzorec: ( ] (k N J (k N J nemame na zacatku vyrazu spravna kombinacni ¢isla, misto
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Pedagogicka poznamka: U bodu b) i ¢) budou Zaci na za¢atku zfejmé potiebovat trochu
n

n
postréit. V bod¢ b) pouze uved’te pouziti vzorce [kj :(
n—

j a nefikejte pfesné

jak. Mezi fesenimi pak budou obé moznosti a bude mozné si ovétit, Ze obéma
postupy dojdou k riznym kombina¢nim ¢isliim, kterd se sobé rovnaji.

Diky vztahtim pro kombinac¢ni ¢isla miZeme sestavit zajimavy obrazec.
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Pr.4: Opis néasledujici obrazec a vedle néj ho zapis jeste jednou s tim, Ze misto

N

Pr.5: Dopis do pravého trojuhelniku s hodnotami kombinac¢nich ¢isel dalsi fadku. Svij
vysledek zkontroluj dopsanim dal$i fadky do trojihelniku s kombina¢nimi Cisly.

4 4 4 4 4

0 1 2 3 4
Obrazci, ktery jsme sestavovali se fikd Pascaliv trojuhelnik (podle zndmého fyzika a
matematika B. Pascala). ProtoZe je cely sestaveny z kombinacnich ¢isel, daji se na ném

demonstrovat vztahy, které pro n¢ plati.



Pf.6: Demonstruj na Pascalové trojihelniku platnost vztahti pro kombinac¢ni ¢isla.
n n n n n+l1
a) = b) + =
k n—k k k+1 k+1

: n n
L a) (kj :[ j = Pascaliv trojihelnik je soumérny podle svislé osy (kombinac¢ni ¢isla
! n-

' stejné nederné barvy majf stejnou hodnotu).

k k+1 k+1
- ziskdme jako soucet kombinaénich &isel nad nimi.

n n n+l1
b) [ j+( j = [ j = Kombinacni ¢isla, kterd nejsou na boc¢nich stranach trojihelnika

B R N M

Vzorce, které jsme probrali v prvni ¢asti hodiny, se mohou hodit pfi feSeni nékterych rovnic
nebo nerovnic.

Pr.7: Napis sedmy fadek Pascalova trojihelnika.

. Sedmy fddek je sestaveny z kombinaénich ¢&isel, kterd maji nahofe Sestku =

@ @@@@@@’p"dosazenfil 6 15 20 15 6 1.



Pedagogicka poznamka: Rovnice s kombina¢nimi ¢isly jsou zatazeny az na konec hodiny,
protoZe nejsou dulezité z hlediska dal$i probirané latky a tak neni nutné, aby je
stihli vypocitat vSichni.

- X X x+2
Pr.8: Vyfes rovnici 11 +11 =7 .
5 6 7

Problém: Pti feseni piedchozich rovnic s kombina¢nimi ¢isly jsme kombinacni ¢isla

' rozepisovali do tvaru, ktery umozioval feSeni klasickymi metodami = pfi pouziti v tomto
- piipadé hrozi velké mocniny x.

= Zkusime dostat rovnici do tvaru ( )=( )
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5 x+1 x+2 . .
1 6 =7 ; PtepiSeme kombinac¢ni ¢isla na faktoridly.

(x+1)r  __ (x+2)!
6!fx+1-6)!  7!0x+2-7)!
(x+1)! _7(x+2)(x+1)!

511

C6lfx-5)! 76! -5)!
1l=x+2
- x=9 K ={9}

P X x+1
Pr.9: Vyfes rovnici + = .
x=2 x=3 3

1 Stejny postup jako v predchozim piikladu.

Y
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x+1 x+1
3 j :[ 3 j = Tato rovnost plati vZdy pokud je kombinacni ¢islo definoviano =

- x—320= x 23 (ostatni podminky jsou v tomto pifpadé splnény také).
K ={x0ON;x23}

Pr. 10: Petdkova:
strana 143/cviceni 22 b) c) d) f)
strana 143/cvi¢eni 23 a) b) ¢) d)
strana 143/cviceni 24 a) b)

Shrnuti: Vlastnosti kombinacnich ¢isel je mozné snadno odvodit z Pascalova trojihelnika.






